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Si V est un ophteur d’un Banach X, fermC, de domaine dense, d’ensemble 
r&olvant contenant IF!-* et tel que s~p~,~jl(l+ XV)-1II < co, si H est 
une fonction de la forme 
H(z) = a + 
s 
(z/(1 + W) 444 
(avec (I > 0 et p mesure positive sur [w, vCrifiant J (&(t)/(l + t)) < co), 
nous avons d&hi, dam un prktdent article, N(V) comme le plus petit prolonge- 
ment ferrnh de l’opkrateur de domaine D(V) d&ni par: 
XED(V) --tax + 
s 
V(1 + AL’)-l x d,u(A). 
(Dans le cas particulier oh H(z) = P avec 0 < a < 1, on obtient ainsi V* 
au sens oh il a 6th d&ni par Balakrishnan.) 
Nous dkmontrons ici que si H et K sont des fonctions du type p&&dent 
et si (H * K) est du m&me type 
(H-K)(V)= H(V)-K(V) 
(au sens des prod&s d’opkateurs non partout dhinis). 
Nous donnons aussi des caracthisations prCcises de D[H(V)] et notamment 
la caracthisation suivante &nCralisant celle donnCe par H. Komatsu dans le 
cadre des puissances fractionnaires: 
H(V) = s - lim l]w~.[ (A) V(I + AV)-l dp(A) + r({O}) V + aI. 
E4+ 
Nous en dkduisons, en particulier, un thCo&me taubhien. 
1. PR~LIMINAIRES 
Nous alhs d’abord fixer les notations et faire quelques rappels. 
Les notations concernant les ophateurs non partout d&his sont 
essentiellement celles de [9]. 
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Dans toute la suite on fixe X, un espace de Banach reel ou complexe. 
%- designera l’ensemble des operateurs V de X, de domaine D(V) 
dense, fermb, d’ensemble resolvant p(V) contenant [w-* (ensemble 
des reels strictement negatifs) et verifiant 
sup li(l+ XV)-111 < co. 
A>0 
G%? designera l’ensemble des fonctions H de (@\R-*) u (co} dans le 
mCme ensemble definies par 
vz E @\R-* fw = a + J (41 + &)I 4-44 
H(a)) = a + 1 WW) si (44W) < $00 s 
=oO sinon, 
oh a decrit l’ensemble des reels positifs ou nuls et p l’ensemble des 
mesures positives sur 172, a support dans R, et verifiant 
i @4)/(l + 9) < co 
(a et p sont parfaitement determines par H et seront dits associes a H). 
8* designera I’ensemble des elements de A? non identiquement 
nuls. Si V ELT et H E &, on note H(V) le plus petit prolongement 
fermC de l’operateur W de domaine D(v) defini par 
VxxED(V) Wx = 
s 
V(I + AV)-’ x d&l) + ax 
(ou l’integrale est definie au sens de Bochner, a et p etant associes a H). 
Dans le cas particulier a = 0, p = (l/.ZY,a)I’( 1 - a))t-* dt (0 <a < I), 
onaH = xUetH(V) = V 01 au sens de la definition de Balakrishnan 
PI. 
Nous avons dCmontr6 dans un article anterieur [3] que la definition 
precedente avait bien un sens et que nous definissions ainsi un calcul 
symbolique ayant de bonnes propriMs de stabilid. 
Citons quelques unes de ces propriMs: 
H(V) E .T (et si V EL(X), H(V) EL(X)). 
f$ll[I + WW1ll < ;;op IV + hW1ll. 
y>$ IIJwVEI + ~~(~)1-111 < ;;f II AW + w-ill. 
~hvf)l = aw)I (oti (TV designe le spectre Ctendu). 
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Si H E Z* et si V est un potentiel (au sens de [9]), H(V) aussi. 
Si H E JZ?* et si - V est gentrateur infinitesimal d’un semigroupe 
de norme majorbe par M, il en est de m&me de ---H(v). 
Si H et K appartiennent a Z *, il en est de mCme de H 0 K et 
(H o K)(V) = fw VI 
(ceci gentralise la formule: 
O<a<l et 0 </I < 13 (P)S= F). 
Si H et K appartiennent a 2, il en est de m&me de H + K et 
(H + K)(V) est le plus petit prolongement ferme de [H(V) + K(V)]. 
D’autre part, dans un travail recent [4], nous avons montre la 
formule suivante: 
H(V) = s - k&-l 1 V[I + (A + c)V]-1 dp(X) + al (1) + 
(oh l’integrale est prise au sens de Bochner dans L(X)). 
Rappelons a ce sujet que si ( Vj)+, est une famille d’operateurs de X 
et si LF est un filtre sur J, on note 
s - lip Vj 
l’operateur de domaine 
(resp. w - 19 Vi) 
I x E n D(V,); s - lip V,x existe (resp. w - lip V,x existe) iEJ I 
et defini par la limite sur son domaine. 
Signalons enfin que si V est un operateur non partout defini, o.V 
designera I’operateur nul partout defini sur X. 
2. FORMULE DU PRODUIT 
THBORBME 1. Si H et K appartiennent dSF* et si H - K appartient 
h A?* on a, pour tout V de X: 
(H * K)(V) = H(V). K(V) 
(oh (H * K)(x) = H(x) * K(x) et H(V) - K(V) est d: comprendre au 
sens du produit d’opkateurs non partout d&is). 
Dc?monstration. Placons nous dans le cadre des hypotheses du 
theoreme et posons 
R, = V(l + AV)-1. 
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Alors (&X,o est une L,-famille rksolvante (au sens de [2]) de 
cogCnCrateur V. En outre 
SUP II W II < M < ~0 (on peut supposer M 3 1). 
A>0 
Nous allons dkcomposer la dkmonstration en plusieurs lemmes. 
LEMME 1. VT >OVe>O($+R,)EX,et 
wrll+ 4) * K(7If R) = (H - K)($ + Ii,). 
Dthonstration. (71 + R,) E X, car, si on note 
Ry’ = W + $)(I + h I+ ~Jll, 
un calcul simple montre que cette expression existe et vaut 
RT = (7/G + h7NI + Ml + h7)Y R,h/(l,Ad) * 
On a done 
D’autre part 
(71+ 4-l = (l/7)(1 - (l/7) R+(l/nd E&O 
Done (~1 + R,) EL(X) et a($ + RJ C @\R- (oh Iw- dCsigne 
l’ensemble des rCels nkgatifs oh nuls et u dksigne le spectre). 
Sur @\UL , H et K sont holomorphes. Soit r une courbe de Jordan 
contintiment diff&entiable, entourant a($ + I?,) et in&se dans 
C\R- 
(l/24 s, [zI - (71 + R,)]-’ H(z) dz 
= (42m’) jr [d - (71+ RF)]-l dz 
+ (l/W j W - (71+ RJI-’ [j W + W 44] dz. I- 
Utilisant les propriMs du calcul de Dunford (cf. par exemple [9]) 
et le thCor&me de Fubini on obtient: 
(l/24 s, [zI - (71+ RJ]-l H(z) dz = aI + j- Ry’ dp(h) 
(en posant R’dn = 71 + R,). 
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Done H($ + R,) peut Ctre aussi defini par le calcul de Dunford et 
il suffit d’utiliser les proprietes de ce calcul pour conclure. 
LEMME 2. VIE > 0 R, E X et H(R,) * K(R,) = (H * K)(R,). 
Dhonstration. 11 est immediat que R, E X (a,(1 + AR&l = R,+,). 
Par definition 
fw + RJ 
= al + s q’ +(A) 
= al + (1 Ml + w C(4) I + J (l/(1 + V) Rf+(Al(l+nd) 444. 
11(1/(1 + W) Re+(h/(l+ld) II G W(E + 4. 
Done, par application du theoreme de Lebesgue, 
iii H($ + R,) = H(R,) dans L(X) 
( car 
WC) = aI + s RA+~ 449. 
En raisonnant de la mCme facon pour les fonctions K et H - K, on 
obtient le resultat en passant a la limite dans l’tgalid du lemme 1. 
LEMME 3. Vt > 0 MI(t) > 0: ‘de > 0 11 H(R,)(I - tRJj1 < M(t). 
Dtmonstration. 
d (M + lb + WV + l)/Qa4 11) + WM + 1) / 111.&wwP(~). 
LEMME 4. H(V) - K(V) C (H * K)(V). 
Dhonstrution. Soit x E D[H( V) * K(V)]. 
Vt > 0 V(E > 0 H(R,)(I - tR,) K(R,) x = (H . K)(R,)(I - t&)x (lemme 2). 
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Or d’apres la formule (I), le fait que 
I?(1 - tR,) = D(V) c D[H(V)], 
et le Iemme 3, on obtient 
vt > 0 H( V)(I - tR,) K(V) x = (H * K)( V/)(1 - tR,)x. 
Done, d’apres l’hypothese faite sur x, 
vt > 0 (I - tR,) H(V) K(V) x = (H * X)( V)(I - t&)x. 
Or (H * K)(V) est ferme et Vx E X lim,,, tR,x = 0. 
On en deduit 
x E D[H * K(V)] et (H * K)(V) x = [H(V) * K(V)]%. 
LEMME 5. VF ES* @E#*: Vx E C\R-* F(z)p(x) = z. 




appartient aussi a Z*. 
D’autre part il est immedait que si G ES’?* la fonction 
x + xG(l/z) 
appartient aussi a s?* (il suffit de le verifier sur l’expression in- 
tegrale). En combinant ces deux resultats, on obtient le lemme. 
LEMME 6. ‘~‘7 > 0 $+ VEX et 
aw . K)($ + 01 c ww + w 
Dtmonstration. ($+ V)[I + A$ + hY)-r est bien defini pour 
A > 0 et vaut 
Rnn = (7/U + A,)> I+ (l/(1 + ~7Y) &1+no) 
comme le montre un calcul simple. 
Done (71 + V) E AC et, d’apres le lemme 2, 
ve > 0 v7 > 0 H(R,y * K(R,q = (H * K)(&n) 
H(R,y - ap,y = I?,” 
( oh N a la signification donnee dans le lemme 5). 
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ve > 0 \dr) > 0 RP . K(%") = l?(Rsa) * [(H . K)(Re")]. 
Or 
Done 
K(Rev) = A(R,a) * (R<Q)-~ . [(H * K)(R,n)]. 
Soit b et v associb A g. 
I;~(RF”) * tR:)-l = W + 4/d I - Uh2) &,,I + /(I - m:+,) W9 
Or 
II wn II d M, 
etsiX > 1 ete < 1, 
Done, d’aprb le thCor&me de Lebesgue, 
!+T &K”) - (KY = (W[I - (l/r)) %,I + 1 (I- W”) WV 
dans L(X) (avec la convention ,,I?,,” = 0). 
Si x appartient B D[(H - K)($ + V)], d’aprks la formule (1) et ce 
qui p&&de, 
lj+y K(R,n)x existe 
et, toujours d’aprks la formule (l), x E D[K($ + Y)]. 
LEMME 7. VF E 2 VT > 0 D[F($ + V)] = D[F( V)]. 
Df3monstration. 
formule (1) 
Soit FE &@ et v la meswe associCe A F. D’aprb la 
D[F(V)] = ix; lii f l[,,,~(h) R,++p h(h) existel. 
206 F. HIRSCH 
+ [l + (.: -+)]a Rk+A)I(l+(L+AM x 1 d49 existe 1 
zz 
I s xi Jj+y ~ro.a@) u + t.: +112 
x %+Ml+(F+AM x d48 existe , ! 
Or 
il[ l - [l + (cl+ GP 1 %+nM1+Q+*M II ,< 39P + (6 + ed,
et 
J$ [ 1 - [l + (.: +]a 1 RG+AMl+b+dM 
existe dans L(X) pour tout h E [0, 11. 
Done, d’apr&s Ie thkorkme de Lebesgue 
W(771 + VI = 1s; vi J” h10> &+3/h+k+~h) 32 W8 existe/. 
Or 
et, si A # 0 
et 
Done, on obtient finalement 
wvq = ww + VI. 
Fin de la dbmonstration du thborkme. Les lemmes 6 et 7 montrent 
we 
D’aprks le lemme 4, il suffit de dtmontrer que 
wf - ~XVI c WV) * w% 
Soit done x E D[(H - K)(V)]. Alors (cf. lemme 2) 
Vt > 0 VE > 0 H(R,)[I - tR,] K(R,) = [I - t&W * K)(RJI. 
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Done, d’apres la formule (l), les lemmes 2 et 3 et le fait que 
x E D[K(V)] on obtient 
H(V)[I - m,] K(V) x = [I - tR,][(H * K)(V)]x 
et H(V) &ant ferme et (I?,&, &ant L,- on obtient que 
WI) x E wv)l 
soit 
x E D[H( V) - K(V)]. 
Cas purticulier. On obtient comme cas particulier du theoreme: 
Si~~~,O~~,O~B,a+B~lona 
formule demontree par Komatsu [7] et aussi par Hovel et Westphal [S]. 
Certains des lemmes de la demonstration ci-dessus generalisent dans 
notre cadre des lemmes utilises par ces auteurs. 
On peut deduire du thCor&me precedent un resultat concernant 
les sommes: 
Dtmonstration. On a (cf. preliminaires) 
H(V) + (H . K)(V) c [H . (1 + fql(V. 
D’autre part si x E D[[H * (1 + K)](V)], d’apres le theoreme, 
x E D(H( V)). 
Or V/E > 0 H(R,) + (H * K)(R,) = (H * (1 + K))(R). 
Le resultat decoule alors immediatement de la formule (1). 
Cas partic&er. Si ~20, b>O, O<a<l, O<p<l et 
V E X, aVa + bVB est ferme. 
COROLLAIRE 2. Si V EZ, H EL%?*, il existe Z?EA?* avec 
H(V) * Z-?(V) = V. 
DCmonstration. Ceci decoule facilement du theoreme 1 et du 
lemme 5. (Notons d’ailleurs que dans ce cas particulier, la demonstra- 
tion du thCor&me est beaucoup plus rapide.) 
sSo123/3- 3 
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Remarque. La formule precedente, dans le cas particulier d’opera- 
teurs de convolution a un role important en theorie du potentiel 
(cf. It6 [6]). 
COROLLAIRE 3. Soit V E 3T et H E &?. Soit ,LL la mesure assode & H. 
Alors, si p({O)) # 0, 
D[H(V)] = D(V). 
De’monstration. En effet, dans ce cas 
H(z) = H,(z) + p((O))z. On peut supposer H1 # 0. 
Done 
H = 4 + p(KV) H,ii, . 
Alors, d’apres le corollaire 1 
D[H(V)] = D[H,(V)] n D(V) = D(V). 
3. GBNJ~RALISATION DE LA FORMULE DE H. KOMATSU 
Dans [8] H. Komatsu a demontre la formule suivante: Si VEX 
et si on note, pour X > 0, 
R, = V(1 + XV)-l, 
on a, pour 0 < (II < I, 
V’” = s - lili [I’(a) F(l - a)]-l jNP-zR,,A dh 
0 
ce qui donne, aprb changement de variable 
Va = s - j$ [T(a) T(l - a)]-’ j-m kaRA dh. 
+ E 
11 demontre aussi que I’on peut remplacer s- par w-. 
Nous allons gtrkaliser cette formule (qui est aussi demontree 
dans [5]), dans le cadre de notre calcul symbolique. 
TH~OR&ME 2. Soit V E X et H E 2. Alors 
H(V) = al + CL(@)) v + s - i$ s l~~,~r@> 4 449 
=a~+~(~O))V+w-~+O liy j IIA@) RA 44) 
(od (a, ,L) est Ze couple assod h H et R, = V(I + XV)-l). 
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Dhonstration. 
ler cas. ~((0)) # 0. Alors d’apres le corollaire 3 du theorirme 1, 
D[H( If)] = D(V). 
Par definition, le domaine de: 
al + PL(W) v + s - j$ j 11,,cot@) 4 444 
+ 
est aussi D(V) et pour x E D(V) les deux expressions valent 
ax + 
s 
V(I + XV)-’ x dp(A) 
(I’integrale &ant definie au sens de Bochner). 
On peut faire le m&me raisonnement avec la limite faible et le 
theoreme est done dtmontre dans ce cas. 
2eme cas. Pm = 0. 
On se ramene alors, de facon Cvidente, au cas oh on a en outre 
a = 0 et [O, l] 3 Supp p 3 (O}, ce que nous supposons dans la suite. 
Nous allons utiliser le lemme suivant: 
LEMME. Soit 
F&) = j hl(WU + t4) 44) 
G&4 = 1 11~,dW(l + W) 44). 
Pour E > 0 assex petit pour que l],,,[ p # 0, on a 
F,(G,)-l E c%f. 
Dhnonstration. D’apres [3, Proposition 1, p. 2401, il suffit de 
demontrer que 
vo<t<c x + (z/(1 + tz))[G&)]-l E 2. 
D’apres le lemme 5 du theoreme 1, il suffit done de demontrer que 
vo<t<c x+(1 + tz)G&z)~X 
et done que 
vo<t<c vs>c x + [(l + t.z)/(l + sz)] x E 2 
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soit 
vo < t < E vs > E z -+ (t/s) z + (1 - (t/s))(z/(l + SZ)) E 3y” 
ce qui est dvident. 
Suite de la de’monstration du the’ore’me. Notons 
K, = F,(G,)-l. 
K, , G, , et K, * G, appartiennent B ST?* et 
H = G, . (1 + K,). 
On a alors, d’aprb le thkorkme 1, pour tout E > 0 assez petit 
H( V = GA W + K( VI 
= [I + K( VI . GO7 
(oh GE(V) EL(X): G,(Y) = J I,,,&) R, dp(A)). Or K,(V) E ~6 et 
done [I + K,(V)]-’ EL(X) et on a 
H(V) * [I + W’II-l = GN), 
Vx E D[H(V)] [I + K,(V)]-l . H(V) x = G,(V)x. 
D’autre part, d’aprb [3, thCor&me 1, p. 2421, il existe une mesure 
v, > 0 sur IF!, avec 
~~((0)) = 0 et s (d%(W) G 1 
telle que 
K&)[l + K,CW = MP, 4MFI 4) + 1 Ml + 4) k(O 
Alors, d’aprb [3, Proposition 2, p. 2561, 
[I + K,(W1 = I- 1 R, k@) - h4P, 4YAO~ 4))4 
et, du fait que 
vx > 0 &F K&)[l + K&W 
= l$~ F&[H(x)]-’ = 0 (car PWN = Oh 
+ 
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on a, d’aprhs [3, Proposition 1, p. 2401, 
liiW, = 0 vaguement (dans A+@+)). 
Ceci &ant, soit x E D(H(V)). P osons 4 = p([O, l 1)[/1([0, cx$)J-‘. 
f&(V) x = [I + K,( V)]-1 H(V) x = (1 - a,) H(V) x - J R,H( V) x dv,(h). 
Soit g, une fonction continue B support compact sur [0, cO[, valant 1 
sur [0, 11. Puisque J(dv,(t)/t) < 1, lim,,, v, = 0 vaguement et 
&I ARgqV) x = 0, 
on a 
j d4 WV) x d4) = j (P(N WW) 4dv,(hY4 




(I/( 1 + t)) dv,(t) = F,( I)[H( 111-l tend vers 0 quand c tend vers 0. 
Done 
j [l - #)I VW’) x dvd4 = j Cl - &VI WfV’) +W)/~) 
tend vers 0 quand E tend vers 0. 
Finalement, a, tendant vers 0 quand E tend vers 0, on obtient 
H(V)Cs--!~~G,(V)Cw--!~~G,(V). 
+ + 
Soit maintenant x tel que 




fw)Kl - 4 x - s R,x dv,(h)] = G,( V)x. 
Le m&me raisonnement que prCc&demment montre que 
lim 
EiO+ I 
R,x dv,(h) = 0. 
Done H(V) &ant fermC (et done faiblement fermd), x appartient h 
WWI- 
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4. AUTRES DEFINITIONS DU DOMAINE DE H(V). 
APPLICATION A UN THEO&ME TAUBERIEN 
Nous allons d’abord donner un thCor&me qui cornpEte [4, 
thCor&me lo], c’est A dire la formule (1). 
TH&OR&ME 3. Soit VEX et H ES?. Notons (a, p), le couple 
associe’ ci H et pour toztt X > 0, 
R, = V(I + hV)-I. 
Alors 
Si on note WI et W, les klkments de L(X) dt!jinis par 
on a 
H(V) = v - w, + w, . 
Dkmonstration. D’aprks la formule (1) 
H(V) C al + s - jl~ j RA+E +(A) C cd + w - j$ j Rh+ &(A). 
+ 
Supposons pour simplifier (on se ram&ne Cvidemment toujours & ce 
cas) que a = 0 et Supp p C [0, 11. 
Soit x tel que 
w - $ll 
I 
Rh+Ex &(A) existe. 
j J&+,x 44) = Vi j (I- W(I - 4tJ x 4-k) 
D’aprb le thkortme de Lebesgue 
Vx E X jjy j (I - hRJ(I - ERA+,) x d/4) 
= 
s 
;I - AR,) x d/e@) = W,x. 
Done, V &ant fermk, on a 
W,x E D(Y) et w - pn$ 
I 
R,,gc c+(X) = VW+ 
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Supposons maintenant que x est tel que 
w,x E D(V). 
VA > 0 R,W,x = I R,(I - uRu) x dcl(u) 
= s R,(I - XR,) x &L(u) 
(avec R,(I - M?,) = RJ 
= Iq V)[I - ARJX 
(car (I - h&)x E D(Y)). 
Puisque W,x appartient a D(V), 
D’autre part 
,“F R,Wlx = VW,x. 
-‘+ 
lim (I - hR,) x = x. 
WO, 
H(V) &ant ferme, on voit que x appartient a D[H( V)] ce qui acheve 
la demonstration. 
Nous allons maintenant utiliser les theoremes 2 et 3 pour donner 
une autre definition du domaine de H(V). 
THEO&ME 4. On garde les hypothbes et les notations du thborkme 3. 
Alors 
IV) = aI + P(@)) V + s - t$~ j 11~,.&)(1 - ,-$“I 4 4.44 
= aI + ~((0)) V + w - lim t++a, s 11~,&>(1 - e-Y 4 449. 
Dt!monstration. D’aprb le corollaire 3 du theoreme 1, la propriM 
est evidente si ~((0)) # 0. On peut done se ramener, comme dans la 
demonstration du thCor&me precedent, au cas 
a = 0, P”(m) = 09 SUPP tL c LO, 11. 
Avec les notations du thCor&me 3, 
H(V) = v* WI. 
Supposons 
w - lim Ti  s (1 - e-9 4% 444 
214 F. HIRSCH 
existe. 
1 (1 - e-t^> R,x dp(h) = V [ 1 (1 - e-“^)(I - AR,+) x +(A)]. 
V &ant ferme on a immediatement par application du theoreme de 
Lebesgue 
W,x e D(V) et VW,x = w - !$I I(1 - e-tA) R,x d&). 
Supposons maintenant que x appartienne a D(H(V)). D’apres 
le theoreme 2, 
W'>x = j;~ / 11,.mrO)Rnx44). 
+ 
Posons, pour E > 0, 
44 = 1 11,,d4 RAX 444 
et 
h(O) = H(V)x. 
h est continue a support compact sur R, . D’aprb le theoreme de 
Fubini, 
VE > 0 lrn te-t%(h) dX = 1 R,x(ewtf - e-tU) l~~,~[(u) dp(u) 
6 
= I R,x(l - e-tu) llt,,&u) dp(u) - (1 - e+) h(e). 
Done 
1 R,x(l - rtu) dp(u) = Lrn te-%(h) dA 
et par consequent 
liiy s R&l - e-tu) dp(u) = h(O) = H(V)x. 
Nous allons maintenant dtduire de ce theoreme un corollaire qui n’est 
autre qu’un theoreme tauberien. 
COROLLAIRE. Soit (P,),,, un semi-groupe fortement continu sur X, 
tel que sup,,, 11 P, 11 < co, et de gh?rateur A d’image dense. Soit g 
une fonction complbtement monotone sur IO, oo[, int&rable sur IO, l[, 
tendant vers 0 d l’injini. 
Soit enfin x appartenant h X. 
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e-V,xg( t) dt exikte; (4 
s 
00 
w - lim 
A-0, 0 








w - lim 
N*+- ,J 
J’txgW dt existe; 
et, si ces limites existent, elles sent gales. L’ophateur &jini par ces 
limites n’est autre que H(- A-l) avec 
H(x) = 1 e+‘“)g(t) dt. 
Dtmonstration. 11 existe une mesure p avec J (&(t)/(l + t)) < co 
telle que 
Vt > 0 g(t) = 1 e-ts dp(s). 
p est la mesure associke B H et, g tendant vers 0 li l’infini, &{O)) = 0. 
Soit d’autre part 
v = ---,4-l. 
V appartient ?i ZT. Posons 
VA > 0 R, = (M - A)-l = V(l + XI/)-l. 
VXEX 1 RA+r~ dp(u) = 1 e-“tPtxg(t) dt. 
Done d’aprb le thCor&me 3, 
D[H(V)] = lx; $$ j e+Ptxg(t) dt existe/ 
zzz 
I 
x; w - !I e+P,xg( t) dt existe 
+ s 
et H(V) est dCfini sur son domaine par ces limites. D’autre part, un 
calcul immkdiat donne: 
LNg(t) Ptx dt = PN 1 R+$l - e-sN) &(s) -I- j R(x - pNx) 44s). 
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Si x E D[H(V)] 
iNg(t) Ptx dt = H(V) x + PN [j I&x( 1 - e-Q’) dp(s) - Hi]. 




N-m o g(t) f’tx dt existe et vaut H(V)x. 
Supposons enfin que 
N 
g(t) f’tx dt existe 
alors il est classique (et d’ailleurs immediat) que 
w - lim s m e-“tg(t) Ptx dt h-O+ 0 
existe et est Cgale a la premiere limite, ce qui acheve la dkmonstration. 
Remarque. Si g ne tend pas vers 0 a l’infini il n’y a pas equivalence 
entre (i), (ii), (iii), et (iv). Notant g( co) la limite de g a l’infini, (i) et (ii) 
equivalent, d’apres le corollaire 3 du theoreme 1, a 
et alors 
x E R(A) 
(w) - $$ dme-AtPtxg(t) dt = g(a) Vx + (w) - $li LN P,x(g(t)-g(m))dt. 
= (w) - $2 [g(N) pNvx + s,” Pt&> dt] . 
En particulie-r si g( co) # 0 mais si 
VXEX IililP”X = 0 
le corollaire est encore valable et les 4 propriktb kquivalent h [x E R(A)]. 
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